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Problembeschrieb

Multi-class multi-locomotive Problem

Zuordnung einer bestimmten Anzahl Lokomotiven verschiedener Klassen (multi-class) zu
verschiedenen long-trip Services, wobei es möglich ist, den einzelnen Services auch
mehrere Lokomotiven (multi-locomotive) zuzuordnen. Gleichzeitig sollen dabei die Kosten
minimiert werden.

Gezeigt am Beispiel der Public Transport Corporation (PTC) des australischen Staates
Victoria mit folgenden Ausgangsdaten:

59 Lokomotiven
8 Klassen von Lokomotiven
26 long-trip Services
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Formulierung des PTC Problems

Der geschilderte Sachverhalt ist ein reines Integer-Problem und führt auf folgende
Zielfunktion:
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Die Variablen des Optimierungsproblem

Cij = wöchentliche Kosten für das Zuteilen einer Lokomotive der Klasse i zu Service j

Xij = Anzahl der Lokomotiven der Klasse i, zugeteilt zum Service j

MLij1 = maximale Zuladung (in t) während des  Service j der Lokomotive der Klasse i
(Hinfahrt)

MLij2 = maximale Zuladung (in t) während des  Service j der Lokomotive der Klasse i
(Rückfahrt)

Lj1 = Gewicht des hinfahrenden Zuges des Service j

Lj1 = Gewicht des rückfahrenden Zuges des Service j

Ni = Anzahl verfügbarer Lokomotiven der Klasse i

Die Bestimmung der Kosten-Koeffizienten, Cij, in der Zielfunktion ist nicht ganz
offensichtlich. Die PTC hat die Kosten für eine Lokomotive wie folgt abgeschätzt:

wobei,

dj = total zurückgelegte Einweg-Distanz des Service j pro week (km)

MCi = Unterhaltskosten ($/km) der Lokomotivenklasse i und abhängig vom Alter der
Lokomotive = 0.2857 + 0.0357 Agei

FCi = Treibstoffkosten ($/1000t/km) für Lokomotiven der Klasse i und abhängig vom Alter
der Lokomotive = 1.7858 + 0.0357 Agei

Agei = Alter (y) der Lokomotive der Klasse i
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Wenn jedoch zwei oder mehr Lokomotiven auf einer Strecke eingesetzt werden, muss
jeweilsnicht die maximal mögliche Leistung erbracht werden, so dass die Kosten für den
Treibstoff davon abhängen werden, wie stark die jeweilige Lokomotive zur Erbringung der
Leistung beiträgt. Dies hängt wiederum davon ab welche Lokomotiven zu welchen
Strecken zugeteilt sind.

Dies wird mit dem Term                              abgeschätzt. Allerdings impliziert dies keine
lineare Zielfunktion mehr und würde das Optimierungsproblem stark verkomplizieren. Um
das zu vermeiden, wurde vorerst eine weitere Abschätzung der Treibstoffkosten im
Kostenterm, Cij ,vorgenommen (Resultat siehe nächste Folie).

Motiviert durch die Tatsache, dass eine Richtung der Strecke die Anzahl benötigter Loko-
motiven bestimmt, wird wurde ein sog. load factor für die Lokomotiven des Typs i auf
dem Service j berechnet.

Werden die benötigten LFij für einen bestimmten Service addiert, so ergibt dies meistens
eine Summe grösser als 1 und überschätzt daher die tatsächlichen Kosten.

Nach der Kombination verschiedener Typen von Lokomotiven wurden folgende Rounded
Load Factors errechnet:

Diese RLFij berichtigten die Abschätzung der fuel costs und Cij, wird zu

Der Gebrauch dieser Rounded Load Factor war notwendig, um die Zielfunktion in eine
lineare Form überzuführen. Dies Berechnung der Fuel Costs war zwar immer noch nicht 
exakt, aber besser und als die erste Approximation akzeptabel.
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Erste Analyse

Das Problem wurde zuerst mit GAMS (General Algebraic Modeling System) analysiert. Die 208
Integer Variablen (26 Services und 8 Klassen von Lokomotiven) sowie 60 Bedingungen
(2 x 26 load constraints und 8 supply constraints). Allerdings resultierte daraus keine
optimale Lösung!

Die beste Lösung benötigte 45 Lokomitiven und ergab einen Zielfunktionswert von 151,169.
Die sog. optimality gap betrug im besten Fall 29.64 %. Im folgenden wurden mehrere
Veränderungen vorgenommen, um diese Lücke zu verringern:

Massnahmen

(i) Die maximale Anzahl round-trips wurde auf 4 festgesetzt

(ii) Die obere Grenze für die individuelle, maximale Anzahl von einsetzbaren Lokomotiven
Xij, wurde durch nachfolgenden Ausdruck bestimmt

(iii) Die 52 outward und return load constraints wurden verschärft:

(iv) Aufgrund redundanter load constraints konnte das Problem auf noch 34 constraints
reduziert werden (26 load und 8 supply)

(v) Die Analyse dieser neuen constraints ergab, dass die RHS für weitere 5 Services
aufgegeben werden kann
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Resultat dieser Modifikationen

(i) produzierte eine verbesserte Interger-lösung, die 43 Lokomotiven benötigte und einen
Zielfunktionswert von 149,852 lieferte; die optimality gap belief sich aber immer noch auf
28.5 %. (ii) ergabe keine weitere Verbesserung mehr; ebenso (iii) – (v)

Nachfolgend sind Modifikationen und deren Auswirkungen auf die Werte zusammengefasst:

Neuformulierung der Bedinungen (beispielhaft für j = 26)

Die optimale Lösung wurde schliesslich mit einer neuen Methode, dem sog. special ordered
set of type 1 (SOS1), gefunden. Vertiefte Analysen der maximalen Güterladungen jeder
einzelnen Lokomotive für Strecke 26 ergaben, dass es mehrere Möglichkeiten gibt, das zu
befördernde Gütergewicht von 1,600 t zu erreichen. Jedoch nur deren sechs mit sog.
minmal covers:



10

Jedem covering wurde eine binäre Variable zugeteilt. Für den Service 26 sind dies sechs 
Variablen und formulieren das SOS1.

Die SOS1 Bedingung ergibt sich dann zu:

Die notwendigen constraints zur Quantifizierung der Anzahl der Lokomotiven
ergeben sich zu:

Durch diese Neuformulierung der constraints wurde aus dem ursprünglichen Problem,
welches die Anzahl benötigter Lokomotiven quantifizierte, ein Problem, das eine
Permutation der Lokomotiven vorsieht.

Es gibt einzelnen Services (z.B. 10 und 17), die mit einer Lokomotive gezogen werden
können (irgendeines Typs), so dass diese ohne binäre Variablen modelliert werden können:

Die totale Anzahl an binären Variablen beläuft sich auf 135.

Zusätzlich wurden 77 constraints benötigt, um die Xij im Abhängigkeit der binären
Variablen auszudürcken. Auch die 8 supply constraints wurden ebenfalls noch benötigt.

Dies Lösung des Problems führt auf einen Wert der Zielfunktion von 140,395 und
erforderte 42 Lokomotiven.
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Exakte Wiedergabe der Kosten-Koeffizienten, Cij
Aufgrund dieser optimalen Lösung ist es möglich, den Grad an Ungenauigkeit, hevor-
gerufen durch die Linearisierung der Zielfunktion mittels Rounded Load Factors, RFLij,
zu bestimmen und daraus die fuel costs innerhalb des Term Cij approximieren.

Falls nur eine Lokomotive der Klasse i für den Service j eingesetzt wird, ist Gleichung (5)
weiterhin eine gute Darstellung. Jedoch werden nur auf 12 der 26 Services Güterzüge mit
nur einer Lokomotive gezogen.

Die Ungenauigkeit für Güterzüge, die von mehr als einer Lokomototive gezogen werden,
rührt daher, dass (5) annimmt, dass jede einzelne Lokomotive die maximale Güterladung
ziehen muss. Um die wahren Kosten eines Services j zu berechnen (falls mehr als eine
Lokomotive eingesetzt wird), berechnen wir erst die Summe der totalen Zugkraft als

und schätzen den Anteil, der von einer einzigen Lokomotive vom
Typ i gezogen wird ab, als

Auf Basis dieser Gleichung ergeben sich die Kosten für eine Lokomotive i auf Service j zu

Die daraus resultierende Zielfunktion kann jedoch nicht als    geschrieben werden, 
da diese eine nicht-lineare Form annimmt. Zusätzlich können die Xij nicht durch die
Mengen binärer Variablen ersetzt werden, da diese keine genaue Wiedergabe der Kosten-
koeffizienten erlauben.

Z.B. ist bekannt, dass für Service 26 zwei Lokomotiven erforderlich sind, eine G-class
und eine aus der A-, N- S- oder X-Klasse. Somit hängen die wahren Kosten von den
verwendeten Lokomotiven ab.

Um eine genaue und lineare Repräsentation der Zielfunktion zu erhalten, ist es notwendig,
die Anzahl Lokomotiven jedes Typ explizit durch die verwendeten binären Variablen zu
quantifizieren. Diese Erweiterung ist kann wie folg dargestellt werden (vgl. Tabelle 7).
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Dieser Vorgang kann für die übrigen 25 Services analog durchgeführt werden und resultiert
in einer Zielfunktion die linear in den neuen Mengen an binären Variablen ist.

Somit können wir also folgendes definieren:

δjk = 1, falls die Lokomotivenkombination k auf dem Service j eingesetzt wird
= 0, sonst

Numijk = Anzahl der Lokomotiven des Typs i in der Lokomotivenkombination k auf dem
Service j

Der Anteil des totalen Gewichts des Service j, gezogen von einer Lokomotive des Typs i,
wenn die Lokomotivenkombination k realisiert wird, wird definiert als

Die wahren Kosten auf dem Service j bei der Lokomotivenkombination k belaufen sich auf
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Das komplette Modell sieht nun wie folgt aus:

In dieser Form sind nur noch 26 SOS1 constraints und 8 locomotive constraints erforderlich,
um das Problem zu formulieren. Die Anzahl der Binärvariablen beträgt 855.

Dieses Optimierungsproblem liefert einen Zielfunktionswert von 138,622 und sieht den
Einsatz von 42 Lokomotiven vor.


