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Problembeschrieb
Multi-class multi-locomotive Problem

Zuordnung einer bestimmten Anzahl Lokomotiven verschiedener Klassen (multi-class) zu
verschiedenen long-trip Services, wobei es moglich ist, den einzelnen Services auch
mehrere Lokomotiven (multi-locomotive) zuzuordnen. Gleichzeitig sollen dabei die Kosten
minimiert werden.

Gezeigt am Beispiel der Public Transport Corporation (PTC) des australischen Staates
Victoria mit folgenden Ausgangsdaten:

= 59 Lokomotiven
= 8 Klassen von Lokomotiven
= 26 long-trip Services

Table 1 The number, age and power of locomotives available to
pull long-trip trains

Class Number available Age () Power (kW)
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Table 2 Schedule of long-trip freight train services

Ourward
Joumney Return journey
One way No. of Dep. Arr. Dep. Arr
No. Destinations distance (km) round-trips Jowrney days lime time tine time
1 MEL-SWH 345 2 M-W,W-F 2110 0535 1450 0210
2 MEL-DQN 325 3 Su-Tu, Tu-Th,Th-Sa 2105 1005 1450 0120
3 MEL-MIL 572 3 M-W,W-F,F-M 1815 0640 1600 0205
4 MEL-SHP 182 5 0110 0515 1055 2300
5 MEL-DND 30 5 08435 1002 1350 1605
6 MEL-LGA 127 5 1200 1440 1520 1829
7 MEL-SHP 182 5 A 2015 0515 1135 1555
8 MEL-WAR 267 3 Su-Tu, Tu-Th,Th-Sa 2245 0510 2305 0625
9 GEL-MEL 70 4 Tu-W.W-Th, Th-FF-Sa 1700 0005 0115 0640
10 GEL-MEL 70 3 M,WF 0320 0715 1925 2105
11 GEL-PIN 535 3 M-Tu,W-Th,F-Sa 0530 1955 2055 1115
12 GEL-ALB 376 2 M-W.W-F 2015 405 1715 0040
13 GEL-LND 132 3 MWF 1710 2045 2100 2320
14 TRA-MEL 158 4 M, Tu,W,Th 0130 0610 1205 1625
15 TRA-MEL 158 2 2000 0305 2300 0410
16 TRA-MEL 158 2 1840 0105 1935 0035
17 BEN-MEL 162 2 0720 1015 1355 1715
18 MGB-MEL 470 3 1745 0640 2030 0810
19 MIL-MEL 572 3 1030 0250 2348 0810
20 MIL-GEL 501 2 1905 0510 1205 2310
21 DIM-GEL 292 2 Tu-W,Th-F 1400 0100 1143 1940
22 ALB-LND 368 2 Tu-Th,Th-M 1840 0450 1505 0155
23 LND-MEL 62 6 M, Tu,W.Th,ESa 0710 1010 1040 1255
24 LND-MEL 62 6 M, Tu.W.Th,ESa 0215 0440 1445 1720
25 DND-SEY 129 5 M, Tu,W,Th,FF 0855 1150 1325 1500
26 DND-SEY 129 5 Su-M.M-Tu, Tu-W,W-Th,Th-F 2230 0005 0215 0345

ALB Albury, BEN Bendige, DIM Dimboocla, DND Dandenong, DQN Deniliquin, GEL Geelong, LGA Leongatha, LND Long Island MEL
Melbourne, MGB Mt. Gambier, MIL Mildura, PIN Pinaroo, SEY Seymour, SHP Shepparton, SWH Swan Hill, TRA Traralgon, WAR
Warrnambool.
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Figure 1 PTC Victorda Freight Train Network, 1991.




Table 3 The load transported and the maximum loads (ML) for the outward journey

Maximum load (1) for each focomoiive elass

Service no. A G H N P 5 T X Load @)
1 770 1400 560 1050 500 860 500 860 1200
2 770 1400 560 1050 500 860 500 860 900
3 660 1390 405 790 405 790 405 790 1200
4 820 1600 405 970 405 865 405 865 1600
5 990 1600 590 1140 590 1040 590 1040 600
6 1200 1680 390 1250 390 1140 390 1140 250
7 820 1600 405 970 405 865 405 865 600
8 760 1600 510 915 510 915 510 915 1200
9 1830 2540 1220 1830 1220 1830 1220 1830 1260

10 1830 2540 1220 1830 1220 1830 1220 1830 1000
11 750 1520 560 1030 480 815 480 815 1000
12 820 1600 455 970 405 865 405 865 1400
13 900 1690 540 1050 540 970 540 970 830
14 770 1360 450 960 450 800 450 800 550
15 770 1360 450 960 450 800 450 800 950
16 770 1360 450 960 450 800 450 800 1000
17 890 1700 640 1090 520 890 520 890 300
18 710 1350 510 915 510 900 510 900 1250
19 710 1450 455 865 455 865 455 865 1100
20 760 1520 455 865 455 865 455 865 500
21 760 1450 455 865 455 865 455 865 400
22 900 1490 480 1015 480 970 480 970 3000
23 850 1690 540 1050 540 970 540 970 1600
24 850 1690 540 1050 540 970 540 970 2600
25 820 1600 405 970 405 865 405 865 600
26 820 1600 405 970 405 865 405 865 600
Table 4 The load transported and the maximum loads (ML) for the return journey
Maxinmsm load (1) for each locomotive class

Service no. A G H N P 5 T X Load (1)
1 800 1700 560 1050 500 860 500 860 1000
2 770 1700 560 1090 500 860 500 860 1700
3 710 1450 455 865 455 863 455 865 900
4 915 1490 480 1015 480 1015 480 1015 1100
5 1220 2180 770 1370 770 1240 770 1240 700
6 1220 2180 390 1370 390 1240 390 1240 900
7 915 1490 480 1015 480 1015 480 1015 1500
8 760 2540 510 915 510 915 510 915 1200
9 1625 2790 1220 1830 1220 1830 1220 1830 500
10 1625 2790 1220 1830 1220 1830 1220 1830 400
11 760 1520 455 865 455 865 455 865 1300
12 915 1490 480 1015 480 1015 480 1015 600
13 850 690 540 1050 540 970 540 970 280
14 770 270 490 1030 490 900 490 200 1500
15 770 270 490 1030 490 800 490 300 750
16 770 270 490 1030 490 800 490 300 1000
17 770 1400 560 1050 500 860 500 860 300
18 860 1640 600 1170 540 940 540 940 550
19 660 1390 405 790 405 790 405 790 350
20 750 1520 560 1030 480 815 480 815 1000
21 985 1390 510 915 510 915 510 915 1000
22 820 1600 455 970 405 865 405 865 880
23 900 1690 340 1050 540 970 540 970 450
24 900 1690 540 1050 540 970 540 970 1500
25 915 1490 480 1015 480 1015 480 1015 1600
26 915 1490 480 1015 480 1015 480 1015 1600
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Formulierung des PTC Problems

Der geschilderte Sachverhalt ist ein reines Integer-Problem und fiihrt auf folgende
Zielfunktion:

min; Z CiiXij (1)
i
subject to SN MLijyXy; > Ly (2)
i
> MLjXy; > L (3)

i

S Xipn <N (4)
J




Die Variablen des Optimierungsproblem

C; = wochentliche Kosten fiir das Zuteilen einer Lokomotive der Klasse 7 zu Service j
X; = Anzahl der Lokomotiven der Klasse 7, zugeteilt zum Service j

ML, = maximale Zuladung (in t) wihrend des Service j der Lokomotive der Klasse 7
(Hinfahrt)

ML, = maximale Zuladung (in t) wdhrend des Service j der Lokomotive der Klasse i
(Riickfahrt)

L, = Gewicht des hinfahrenden Zuges des Service j
L, = Gewicht des riickfahrenden Zuges des Service j

N; = Anzahl verfiigbarer Lokomotiven der Klasse 7

Die Bestimmung der Kosten-Koeffizienten, C;;, in der Zielfunktion ist nicht ganz
offensichtlich. Die PTC hat die Kosten fiir eine Lokomotive wie folgt abgeschatzt:

Cy = d2MC; + 0.001FCALy; + L)) (5)

wobei,
d; = total zuriickgelegte Einweg-Distanz des Service j pro week (km)

MC; = Unterhaltskosten ($/km) der Lokomotivenklasse i und abhdngig vom Alter der
Lokomotive = 0.2857 + 0.0357 Age;

FC, = Treibstoffkosten ($/1000t/km) fiir Lokomotiven der Klasse 7 und abhangig vom Alter
der Lokomotive = 1.7858 + 0.0357 Age;

Age; = Alter (y) der Lokomotive der Klasse 7




= Wenn jedoch zwei oder mehr Lokomotiven auf einer Strecke eingesetzt werden, muss
jeweilsnicht die maximal mdgliche Leistung erbracht werden, so dass die Kosten fiir den
Treibstoff davon abhdngen werden, wie stark die jeweilige Lokomotive zur Erbringung der
Leistung beitragt. Dies hdngt wiederum davon ab welche Lokomotiven zu welchen
Strecken zugeteilt sind.

= Dies wird mit dem Term ""’ﬂ"’—y‘lf Z:’"l"fi‘{il/\/(f abgeschatzt. Allerdings impliziert dies keine
lineare Zielfunktion mehr und wiirde das Optimierungsproblem stark verkomplizieren. Um
das zu vermeiden, wurde vorerst eine weitere Abschatzung der Treibstoffkosten im
Kostenterm, (; ,vorgenommen (Resultat siehe ndchste Folie).

= Motiviert durch die Tatsache, dass eine Richtung der Strecke die Anzahl bené&tigter Loko-
motiven bestimmt, wird wurde ein sog. load factor fiir die Lokomotiven des Typs i auf
dem Service j berechnet.

MLy ML
LF; = min [—”1 —”2}

g1 Lp

= Werden die bendtigten LF;; fiir einen bestimmten Service addiert, so ergibt dies meistens
eine Summe grosser als 1 und tiberschatzt daher die tatsachlichen Kosten.

= Nach der Kombination verschiedener Typen von Lokomotiven wurden folgende Rounded
Load Factors errechnet:
RLF; =03 if LF; <04 foralliandj
=04 if04<LF; <06 foralliand/
=006 if0.6<LF; <10 foralliandj
=10 1f LF; =1 for all i and j

V'A\.

= Diese RLFij berichtigten die Abschatzung der fuel costs und Gy wird zu
0.001FC,RLE(Ly+Lyy)

= Der Gebrauch dieser Rounded Load Factor war notwendig, um die Zielfunktion in eine
lineare Form iiberzufiihren. Dies Berechnung der Fuel Costs war zwar immer noch nicht
exakt, aber besser und als die erste Approximation akzeptabel.




Erste Analyse

Das Problem wurde zuerst mit GAMS (General Algebraic Modeling System) analysiert. Die 208
Integer Variablen (26 Services und 8 Klassen von Lokomotiven) sowie 60 Bedingungen

(2 x 26 load constraints und 8 supply constraints). Allerdings resultierte daraus keine
optimale Lésung!

Die beste Losung benétigte 45 Lokomitiven und ergab einen Zielfunktionswert von 151,169.
Die sog. optimality gap betrug im besten Fall 29.64 %. Im folgenden wurden mehrere
Verdnderungen vorgenommen, um diese Liicke zu verringern:

Massnahmen
(i)  Die maximale Anzahl round-trips wurde auf 4 festgesetzt

(ii)  Die obere Grenze fiir die individuelle, maximale Anzahl von einsetzbaren Lokomotiven
Xij, wurde durch nachfolgenden Ausdruck bestimmt

L 1 L 1
Xy € max /1 P12 1
MLy, MLy,

for all i and §

(iii) Die 52 outward und return load constraints wurden verscharft:

i
E |niut.||!!.”-1, L) Xy = Ly for all j

]
L min(MLy. L) X = L

o for all j
i=l

(iv) Aufgrund redundanter load constraints konnte das Problem auf noch 34 constraints
reduziert werden (26 load und 8 supply)

(v)  Die Analyse dieser neuen constraints ergab, dass die RHS fiir weitere 5 Services
aufgegeben werden kann




Resultat dieser Modifikationen

(i) produzierte eine verbesserte Interger-losung, die 43 Lokomotiven ben&tigte und einen
Zielfunktionswert von 149,852 lieferte; die optimality gap belief sich aber immer noch auf
28.5 %. (ii) ergabe keine weitere Verbesserung mehr; ebenso (iii) - (v)

Nachfolgend sind Modifikationen und deren Auswirkungen auf die Werte zusammengefasst:

Table 5 Cumulative effect of various tacties on the optimality gap

Tactic Relaved aptimum Best lower bound  Best imeger solution so far Chwimality gap (%)
Initial formulation 18 896 116611 151 169 2064
Upper limit of 4 locomotives per service 108 896 16611 149852 2850
Upper bounds for the individual X, 108 896 166l 149852 2850
52 load constraints tightened LIs039 119824 149 852 25.06
52 load constraints reduced to 26 1IR039 1195928 149852 2495
RHS of 5 load constrints raised 121740 123576 149 852 21.26

Neuformulierung der Bedinungen (beispielhaft fiir j = 26)

Die optimale Losung wurde schliesslich mit einer neuen Methode, dem sog. special ordered
set of type 1 (S0S1), gefunden. Vertiefte Analysen der maximalen Giiterladungen jeder
einzelnen Lokomotive fiir Strecke 26 ergaben, dass es mehrere Moglichkeiten gibt, das zu
befordernde Giitergewicht von 1,600 t zu erreichen. Jedoch nur deren sechs mit sog.
minmal covers:

Table 6 Possible minimal covers for service 26

Na. of locomotives by class

Binary
Minimal cover  varighle G Aor Nor Sor X Haor Por T
1 il 2 0 0
2 s 1 1 0
3 iy 1 0 1
4 N 0 2 0
5 g o 1 2
6 ) ] 0 4

'




= Jedem covering wurde eine bindre Variable zugeteilt. Fiir den Service 26 sind dies sechs
Variablen und formulieren das SOS1.

= Die SOS1 Bedingung ergibt sich dann zu:
6
Z (sk =1

i=1
= Die notwendigen constraints zur Quantifizierung der Anzahl der Lokomotiven
ergeben sich zu:
Xgae =20, + 0y + 05
Xyo6 + Xy s + X526 + Xy 26 = 02 + 204 + 05
Niga6 + Xpag + Xpag = 03 + 205 + 40

= Durch diese Neuformulierung der constraints wurde aus dem urspriinglichen Problem,
welches die Anzahl bendtigter Lokomotiven quantifizierte, ein Problem, das eine
Permutation der Lokomotiven vorsieht.

= Es gibt einzelnen Services (z.B. 10 und 17), die mit einer Lokomotive gezogen werden
konnen (irgendeines Typs), so dass diese ohne bindre Variablen modelliert werden kdnnen:

>X=1 for j =10 and 17
o
= Die totale Anzahl an bindren Variablen belduft sich auf 135.

® Zusétzlich wurden 77 constraints bendtigt, um die Xj; im Abhdngigkeit der bindren
Variablen auszudiircken. Auch die 8 supply constraints wurden ebenfalls noch benétigt.

= Dies Losung des Problems fiihrt auf einen Wert der Zielfunktion von 140,395 und
erforderte 42 Lokomotiven.




Exakte Wiedergabe der Kosten-Koeffizienten, C;

= Aufgrund dieser optimalen Losung ist es mdglich, den Grad an Ungenauigkeit, hevor-
gerufen durch die Linearisierung der Zielfunktion mittels Rounded Load Factors, RFL
zu bestimmen und daraus die fuel costs innerhalb des Term C;; approximieren.

]jl

= Falls nur eine Lokomotive der Klasse 7 fiir den Service j eingesetzt wird, ist Gleichung (5)
weiterhin eine gute Darstellung. Jedoch werden nur auf 12 der 26 Services Giiterziige mit
nur einer Lokomotive gezogen.

= Die Ungenauigkeit fiir Giiterziige, die von mehr als einer Lokomototive gezogen werden,
riihrt daher, dass (5) annimmt, dass jede einzelne Lokomotive die maximale Giiterladung
ziehen muss. Um die wahren Kosten eines Services j zu berechnen (falls mehr als eine
Lokomotive eingesetzt wird), berechnen wir erst die Summe der totalen Zugkraft als
Pull; = 5~ ML;X;; und schitzen den Anteil, der von einer einzigen Lokomotive vom
Typ i gezogen wird ab, als

Prop; = ML /Pull;

= Auf Basis dieser Gleichung ergeben sich die Kosten fiir eine Lokomotive i auf Service j zu
Cy = d; 2MC; + 0.001 FC; Propy(Lyy + Lp)]

= Die daraus resultierende Zielfunktion kann jedoch nicht als 3_, C;; Xy geschrieben werden,
da diese eine nicht-lineare Form annimmt. Zusétzlich kénnen die X nicht durch die
Mengen bindrer Variablen ersetzt werden, da diese keine genaue Wiedergabe der Kosten-
koeffizienten erlauben.

= 7.B. ist bekannt, dass fiir Service 26 zwei Lokomotiven erforderlich sind, eine G-class
und eine aus der A-, N- S- oder X-Klasse. Somit hdngen die wahren Kosten von den
verwendeten Lokomotiven ab.

= Um eine genaue und lineare Reprdsentation der Zielfunktion zu erhalten, ist es notwendig,
die Anzahl Lokomotiven jedes Typ explizit durch die verwendeten bindren Variablen zu
quantifizieren. Diese Erweiterung ist kann wie folg dargestellt werden (vgl. Tabelle 7).




Table 7 All possible minimal covers for service 26 Table 7 All possible minimal covers for service 26

of class I, Now of loceor of class I,

N

Now of locon

N

1 2 2 4 1 | ]
2 11 2 25 1 2 L}
3 1 I 2 26 2 2
4 1 2 e 11 2
5 1 1 2 I8 1 2 3
6 1 1 2 ] 1 1 3
7 1 1 2 E1)] 1 1 1 ]
8 1 1 2 3 1 1 3
9 2 2 32 1 2 3
10 11 2 33 1 2 L}
11 1 2 M 11 L}
12 1 1 2 35 11 1 5
13 1 2 L} i 1 1 1
14 1 11 3 37 1 2 ]
13 1 1 1 3 i 4 4
16 1 11 3 9 3 4
17 1 2 3 4 3 | 4
18 2 2 41 2 1 4
19 [ 2 42 2 2 4
20 1 1 2 43 1 2 4
21 I 2 3 + 1 3 4
2 ] 11 3 45 3 4
23 1 1 | 3 40 4 4

Dieser Vorgang kann fiir die {ibrigen 25 Services analog durchgefiihrt werden und resultiert
in einer Zielfunktion die linear in den neuen Mengen an bindren Variablen ist.

Somit kdnnen wir also folgendes definieren:
=1, falls die Lokomotivenkombination k auf dem Service j eingesetzt wird

J
=0, sonst

Num;;, = Anzahl der Lokomotiven des Typs i in der Lokomotivenkombination k auf dem
Service j

Der Anteil des totalen Gewichts des Service j, gezogen von einer Lokomotive des Typs i,
wenn die Lokomotivenkombination k realisiert wird, wird definiert als
=ML/ Z ML Numy it Numg, > 0

i

=0 if Num =0

Props

Die wahren Kosten auf dem Service j bei der Lokomotivenkombination k belaufen sich auf
Costy = 3 d; [2MC;

i

£ 0.001 FC; Propy (Lyy + Lip)] Numy,




Das komplette Modell sieht nun wie folgt aus:

Minimise Z = } | Costydy
ik

subject to

Z‘ijk =1 for all j SOSI constraints
k

Xy =2 Numydy for all 7 and j
k

expresses the Xj; in terms of the dy

Z‘Xﬁ" <N forall /
i
limits the supply of locomotives of type i

(6)

(@)

(8)

)

In dieser Form sind nur noch 26 SOS1 constraints und 8 locomotive constraints erforderlich,

um das Problem zu formulieren. Die Anzahl der Bindrvariablen betragt 855.

Dieses Optimierungsproblem liefert einen Zielfunktionswert von 138,622 und sieht den

Einsatz von 42 Lokomotiven vor.

Table 8  The final optimum solution

Number of locomotives allocated

ML
Service ne. 4 [ H N I 5 T X Tatal provided lovaad "
1 o ] o ] 0 0 0 2 2 1720 1200 29
2 0 1 0 ] 0 0 0 0 1 1700 1700 43
3 0 1 0 ] 0 0 0 0 1 1390 1200 37
4 o 1 o 0 0 ] ] 0 1 1600 1600 39
5 1] ] 1] ] 0 1 0 0 1 1040 600 10
[ o o o o ] 0 0 1 1 1240 Q00 12
7 ] 0 ] 1 ] 0 0 | 2 2030 1500 46
8 1 ] 1] ] 1 0 0 0 2 1270 1200 29
9 0 ] 1] ] 0 0 0 1 1 1830 1260 1
0 0 ] 0 ] 0 0 1 i 1 1220 1000 &
11 o 1 o 0 0 0 0 0 1 1520 1300 31
12 o o o o ] a 0 2 2 1730 1400 39
13 o o o o ] ] 0 1 1 470 330 10
14 ] o ] o 0 ] 0 2 2 1800 1500 a4
15 1] ] 1] ] 0 0 1 1 2 1250 950 23
16 1] ] 1 ] 0 0 0 1 2 1250 1000 29
17 0 ] 1 ] 0 0 0 i 1 640 300 &
18 0 1 0 ] 0 0 0 0 1 1350 1250 31
19 o 1 o o ] ] 0 L] 1 1450 1100 29
20 o o o 1 ] ] ] 0 1 1030 1000 21
21 1] ] 2 ] 0 0 0 0 2 1020 1000 27
2 1] ] 1 ] 0 0 0 3 4 3390 3000 94
23 0 ] 0 ] 0 0 0 2 2 1940 1600 37
24 o o o o 0 ] 0 3 3 2910 2600 77
25 0 ] 0 ] 0 0 0 2 2 2030 1600 46
26 o o o o 0 ] 0 2 2 2030 1600 46
Taotal 1 6 3 2 1 1 2 24 42 41350 34190 835
available 1 o 5 2 1 [ 14 24 5

n=number of binary variables required to generate all possible minimal covers.




